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[摘  要]：处理三轴剪切试验数据时，需要绘制应力圆及强度包络线，进而求得包络线的回归参数，以便将这些强度参数应
用于实际工程的稳定性评估中。广为采用的回归形式有：线性和非线性两种。这里将测试值与预测值间的最小残差平方和

作为最优回归模型的评估标准。通过非线性规划方法，求解多个描述三轴试验强度包线的数学模型，并采用 R 语言的绘图
和科学计算功能进行编程实施。算法的有效性通过两个实例做了说明，建议的实施方法可为三轴试验资料整理与模型参数

确定提供便利。 
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Abstract: The Mohr circles and their failure envelope of shear strength tests should be determined in order to fit a 
failure law of geomaterials. The regression parameters of the failure criterion can then be applied in a stability 
analysis of geostructures. The linear and nonlinear regression functions are commonly used. The minimal sum of 
squares of residual error between the measurement and the prediction is taken as the most significant measure of 
quality of fit for the regression models. Such a minimization assignment is formulated as a constrained nonlinear 
programming, which is solved by using the library function of solnp in the statistical programming language, R. 
Consequently, five alternative forms of the failure criterion are discussed. Application of the estimation procedure 
to two published data sets shows that this proposed technique is computationally efficient. The efforts of the 
implementation in R can obviate the need for tedious statistical and graphical work on the interpretation of triaxial 
test data.  
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0 引言 
在岩土工程中，三轴试验是对试样施加恒定围压而进行的轴向剪切试验。采用状态相同的多个试

样，施加不同的围压并绘制相应的莫尔圆，这些莫尔圆的公切线就是土样的强度包络线。描述包络线的
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回归参数，亦称作三轴试验的抗剪强度参数，是进行土工构筑物稳定性评价的重要数据。 
结合不同岩土材料的抗剪试验结果，学者们对强度包络线的回归形式

[1]
和方法

[2, 3]
进行了较多研究。

其中，基于线性回归形式的 Mohr-Coulomb（莫尔-库仑）抗剪强度理论是常用的强度模型之一[4]
。非线性

回归形式的强度理论在描述低应力或高应力水平下的强度特性更接近试验结果

[2, 5-6]
。比如，在低应力作

用下，土颗粒相互挤密。而在高应力作用下土颗粒会导致破碎，试样出现压缩性增加而致强度降低

[7-8]
。 

为方便地得到这些回归模型的参数且不增加数据整理过程的复杂性，学者们探讨了其在不同的商业

软件，比如 Matlab[9]，Excel[10]，Mathmatica[5]或 QBasic[6]的实施方法。本文将通过另一免费的软件包 R[11]

中已有工具或宏函数来实现回归模型参数的确定。R是跨操作平台的高级编程语言，已应用于诸多领域中
[12-15]
。笔者在使用 R进行三轴试验数据整理过程中，取得了良好的收效，这里分享给大家。 

1 几个简单的强度失效准则 
1.1 Mohr-Coulomb强度准则强度准则强度准则强度准则 

在常规三轴试验中，通常认为围压为小主应力 3σ ，而轴向压力为大主应力 1σ 。在正应力σ 与剪应力

τ 的坐标系上绘制从（ 0,3σ ）到（ 0,1σ ）的半圆，即莫尔圆。将m级试验数据绘制在该坐标系中，就有

m个圆。得到各圆的公切线，该切线的倾角即为内摩擦角φ，纵轴上的截距为粘聚力 c。这一公切线的方

程式可写为 
φστ tan+= c        （1） 

上式给出剪切破坏面上的剪应力τ 是由法向应力σ 和土的强度参数（ c和 φ ）来确定的，这通常作为
Mohr-Coulomb强度准则的经典表达式之一。 

由于常规三轴试验的观测值是 1σ 和 3σ ，莫尔圆的圆心和半径可分别记为， ( ) 2/31 σσ +=p ，

( ) 2/31 σσ −=q ，如图 1 所示。若已知土的 Mohr-Coulomb 强度参数（ c和φ），依据图 1 中的几何关系，
易推得 
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进而可建立 1σ 和 3σ 之间的关系式 
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将 )sin)(1sin-(1sin1cos 22 φφφφ +=−= 代入上式，整理得到

[16,4] 
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式中： φ
φ

sin1
sin1

−

+
=φN 。该式给出了观测量值间的关系。稍后会讨论利用它来确定 Mohr-Coulomb 强度参数

( )φ,c 。 
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图 1 线性Mohr-Coulomb强度包线 

Fig. 1 Linear Mohr-Coulomb failure envelope 
1.2 非线性强度准则非线性强度准则非线性强度准则非线性强度准则 

尽管 Mohr-Coulomb 公式在岩土工程中应用广泛，非线性的强度破坏准则可以较好地体现有些材料
在特定围压状态下的强度特性

[17, 8]
。其中非线性函数形式主要有双线性、双曲线和幂函数，且以幂函数应

用为多。主要的幂函数形式有：De Mello[17]讨论了一种简单形式 
naστ =         （5） 

式中： a和 n为材料常数。Anyaegbunam[6]
讨论了另一种形式 

( )nba στ +=        （6） 

式中： a、b和 n为材料常数。Baker 于 2004 年[5]
提出一种广义的幂函数形式，常规的 Mohr-Coulomb 强

度准则、Griffith 强度准则以及 Hoek-Brown 强度准则均可作为其特例，并易用于极限平衡分析中。它的
表达式为： 

n

T
P

AP 



 +=

a

a

σ
τ        （7） 

式中： aP 为大气压强（101.325kPa）， A、 n和T 为材料常数，无量纲。Jiang 等人[1]
给出了这些参数的物

理意义： A为尺度参数，控制剪切强度的大小，且 0>A ； n为准则曲线的次数，用于控制曲率，有

15.0 ≤≤ n ；T 为转换参数，控制强度包络线在σ 轴上的起始位置并反映无量纲拉伸强度，有 0≥T 。 
2 强度参数的拟合方法 

即使单个土样是均匀的，并忽略试验过程及操作手法等影响因素，单个土样的多级剪切试验得到的

τ 值通常不落在一条理论直线或曲线上，如图 2 所示的其中一个莫尔圆 i，而是和直（曲）线有个距离，

即残差 iδ 。对于 m个莫尔圆，基于最小二乘法的原理，回归分析时需满足该距离的平方和最小
[18]
，即

min
1
=∑

=

m

i
iδ 。以下结合前述强度准则的不同线型分别定义这个最小化问题。 
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图 2 非线性强度包线 

Fig. 2 Nonlinear failure envelope 
2.1 Mohr–Coulomb强度参数强度参数强度参数强度参数 

若强度包线表达为， φσστ tan)( +== cf ，即式（1）。当给定正应力 ( ) 2/31 iii σσσ += ，即图 2 中M

点。则该测点M ( )0,iσ 到直线（强度包线）的距离可定义为

[18, 10] 

( )2tan1
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cd        （8） 

假如该距离 id 恰好等于莫尔圆的半径 ( ) 2/31 iiiir σστ −== ，则残差 iδ 为零。对于m个莫尔圆的残差

平方和可以定义为 
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上式中有两个变量 c和φ。将∑
=

n

i
i

1

2δ 最小值设定为目标函数，可以求解其最小值时的变量值，这构成

非线性规划求解问题。依各变量的物理意义，有约束条件 0≥c ，

o900 ≤≤ φ 。类似的推算见文献[18]，故
将该算法记为Mohr-Coulomb的 Lisle和 Strom形式。 

考虑到实际的三轴试验中通常保持围压恒定，即设定 i3σ ，测定试样剪坏时的 i1σ 。由前述分析可

见，当 i3σ 已知并满足 Mohr-Coulomb 条件，可以推求大主应力 φφ NNc 31 2 σσ += ，即式（4）。如果使得
该预测值与测试值 i1σ 的残差平方和最小，同样构成一个规划问题，可写为 

∑∑
==

−+=
m

i
iφiφ

m

i
i NNc

1

2

13
1

2 2 σσδ      （10） 

上式以拟合后的大主应力为研究对象，更加迎合试验数据整理的习惯。文献[6]也强调了以大主应力
残差为判定标准。类似的推演见文献[4]，故记作Mohr-Coulomb的 Katale形式。 

2.2 广义幂函数广义幂函数广义幂函数广义幂函数的的的的强度参数强度参数强度参数强度参数 

相比于上述的线性强度准则，非线性强度指标随着正应力σ 而变化。由此，有必要建立任意法向应

力σ 和剪应力τ 与三轴试验所施加的大小主应力的关系，见图 2所示，可得： 



 5 

i
ii

i

i
iiii

i

φσστ

φσσσσσ

cos
2

sin
22

31

3131

−
=

−
−

+
=

     （11） 

这里需要强调，上述公式中 iφ 为数据点 ( )ii 13 ,σσ 的内摩擦角，亦称作切向摩擦角。也就是说，每对

( )ii τσ , 除了与对应的数据点 ( )ii 13 ,σσ 有关外，还与 iφ 有关。将某一非线性强度准则，以式（7）为例，对
正应力σ 变量求导，也可得到内摩擦角随剪切面等效法向应力变化的函数关系 

( ) )1(
a/

tan
d
d

nTP
An

−+
== σφσ

τ       （12） 

假如 iφ 已知，由 Baker[5]提出的广义幂函数形式，见式（7），可求得剪应力τ （预测值）与式（11）
得到的 iτ （视为测试值）的残差，仍记为 iδ 。对于m个测点的残差平方和可定义为 

∑∑
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上式中有三个变量 A， n和T。将∑
=

n

i
i

1

2δ 最小值设定为目标函数，求解其最小值时的变量值，即为一个非

线性规划问题。类似地，该残差也可由大主应力 1σ 的预测值与测试值定义，限于篇幅，不再赘述。 
根据式（12），给定应力σ 下的切向摩擦角 iφ 可由 A， n和T估算。若估算的 iφ̂ 与事先假定的 iφ 相差

无几，则可认定该应力σ 下的 iφ 。这个过程可由迭代法来实现[5, 8]
，具体地： 

(1) 给定 1, −
= jii φφ ，由式（11）计算得到数据点 ( )ii τσ , 。 

(2) 由式（13）为最小值时求得第 j次迭代的最优拟合参数 ( )jjj TnA ,, 。 
(3) 采用最优拟合参数代入式（12）重新计算内摩擦角 ji ,φ 。 
(4) 若前后两次迭代的最大内摩擦角之差 ( ) { }1max max

−
−=∆ i,ji,jj φφφ 小于设定的限值，比如 0.01 o

， ji ,φ

可认定为该级应力 iσ 下的内摩擦角。否则重复上述步骤，直至收敛。 
综合各级应力下的计算结果，可以确定三个变量 A， n和T。通常，初始的内摩擦角 0i,φ 未知，可设

为Mohr-Coulomb强度理论的内摩擦角。其它非线性强度模型的参数确定方法与此类似。 
2.3 程序实施程序实施程序实施程序实施 

这里的非线性规划问题，如式（9）、（10）和（13）的最小取值，可由 R 中的软件包 Rsolnp[19]求

解。其中的 solnp函数需要指定目标函数（∑
=

n

i
i

1

2δ 的最小值）和约束条件（限定各参数的取值范围）。 

为增强计算结果可读性，莫尔圆可由 R语言中的 plot函数绘制，即将半圆分成若干等分，等分点的
坐标可由式（11）得到。强度包线可依据求得的参数值，进而将σ 细分为若干数值，计算相应的τ ，用
line 函数即可绘制数值对 ( )τσ , 。还可采用 text 函数在图形上直接输出拟合后的公式，进而实现规范化的
图形输出。 

相比其它语言，在 R 中实施上述任一种模型时，只需要少量的代码，在数秒之内即可完成多个模型
的比对。其精度与采用其它软件，比如 Excel和 Matlab，基本无异。这里仅给出 Baker强度模型的 R源程
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序，其它部分可联系作者。 
library(Rsolnp) #solnp function 
sig3<-c(2.5,3.0,5.0,16.0,26.06,36.25) 
sig1<-c(17.0,27.88,40.0,88.13,93.75,112.5) 
Paa<-101.25; Philimit<-0.01; Phiav<-29.29/180*pi 
PhiBeg<-Phiav-0.2; if (PhiBeg<0) PhiBeg<-0.0; PhiEnd<-Phiav+0.2 
PhiBa<-seq(PhiBeg,PhiEnd,0.002) 
for (jPhi in 1:length(PhiBa)) { 
 PhiCur<-PhiBa[jPhi] 
 sigBa<-(sig1+sig3)/2- (sig1-sig3)/2*sin(PhiCur) 
 tauBa<- (sig1-sig3)/2*cos(PhiCur) 
 ObjFn <- function(par){ #1 A; 2 n; 3 T 
  x1 <- par[1]; x2 <- par[2]; x3 <- par[3] 
  tauCur<-Paa*x1*(sigBa/Paa+x3)^x2 
  sum(abs(tauCur-tauBa)^2)} 
 x0 <- c(1,0.8,0.2) 
 Res<-solnp(x0, fun = ObjFn,LB=c(0,0.5,0),UB=c(1000,1.0,500)) 
 tanPhi<-Res$pars[1] *Res$pars[2] /((sigBa/Paa+Res$pars[3])^(1-Res$pars[2])) 
 PhiNew<-atan(tanPhi); deltaPhi<-max(PhiNew-PhiCur) 
 if (deltaPhi < Philimit) break 
} 
aBa<-Res$pars[1]; nBa<-Res$pars[2]; TBa<-Res$pars[3]; 
SOSba<-min(Res$values) 

3 算例 
以下给出两个算例，验证在 R中进行剪切试验成果整理的可行性。 
3.1 粘土粘土粘土粘土 

表 1 给出一组 Oxford 粘土的固结排水三轴测试数据[2]
。在低应力水平下，测得的抗剪强度包线呈曲

线状。这里采用前述几种模型进行线性（Mohr-Coulomb的 Lisle和 Strom[18]
形式和 Katale[4]形式）和非线

性（De Mello[17]、Anyaegbunam[6]
和 Baker[5]公式）拟合，如图 3所示。由图可见，对于非线性模型而言，

内摩擦角并非一个定值，随着围压的增加而减小。为清晰起见，图 3只对 Lisle 和 Strom 形式以及 Baker
公式做了标注。 

表 1 三轴固结剪切测试数据 
Table 1 Consolidated triaxial test data 

编号 试验类型 应力 单位 
加载级数 

1 2 3 4 5 6 

粘土 固结 3σ  kPa 2.5 3.0 5.0 16.0 26.06 36.25 
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排水 
1σ  kPa 17.0 27.88 40.0 88.13 93.75 112.5 

尾矿

料 
固结不排

水 
3σ  kPa 400 800 1200 1600 2000 3000 

1σ  kPa 1328.33 2189.58 2922.38 3637.66 4259.53 5738.29 
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τ (
kP

a)

τ=5.87+σtan(29.29)
τ=(Pa*0.47(σ/Pa+0)^0.59

Mohr-Coulomb given by Lisle and Strom 1982
Mohr-Coulomb given by Katale 1996
Power-law given by De Mello 1977
Power-law given by Anyaegbunam 2013
Power-law given by Baker 2004

 
图 3 Oxford粘土强度包线的拟合 

Fig. 3 Fitting different models to peak strengths of the Oxford clay 
表 2中列出了采用这些计算模型得到的参数值。可看出，两种 Mohr-Coulomb计算得到的 c和φ值略

有差异。由于∑
=

n

i
i

1

2δ 的公式中目标函数项有别，这两种模型的∑
=

n

i
i

1

2δ 差异明显。 

三种非线性模型得到的 n参数是一致的，这与文献[2]给出的结果大致吻合，差异的原因可由与原文

献采用的测试数据不同所致。此外，这三种模型的∑
=

n

i
i

1

2δ 是一致的。 

表 2 各种强度包线的回归参数 
Table 2 Summary data on regression parameters of different fitted failure envelopes 

项目 公式
编号 公式类型 公式出处 

回归参数 

粘土 ∑
=

n

i
i

1

2δ  尾矿料 ∑
=

n

i
i

1

2δ  

1 (1) φστ tan+= c  Lisle和 Strom, 
1982[18] 

c =5.87kPa 
φ =29.29 o  50.64 

c =313.39kPa 
φ =14.83 o  10077.5 

2 (4) φφ NNc 31 2 σσ +=  Katale, 1996[4] 
c =7.01kPa 
φ =27.46 o  735.9 

c =317.62kPa 
φ =14.72 o  72631.05 
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3 (5) naστ =  
De Mello, 
1977[17] 

a =3.15 
n =0.59 36.41 a =8.43 

n =0.61 1338.94 

4 (6) ( )nba στ +=  Anyaegbunam, 
2013[6] 

a =0 
b =7.1 
n =0.59 

36.41 
a =0 
b =38.17 
n =0.6 

1231.73 

5 (7) 
n

T
P

AP 



 +=

a

a

σ
τ  Baker, 2004[5] 

A=0.47 
n =0.59 
T =0 

36.41 
A=1.39 
n =0.61 
T =0 

1338.94 

 
3.2尾尾尾尾粉砂粉砂粉砂粉砂 

为测试高围压下尾矿材料的强度特性，文献[8]给出了一组三轴固结不排水剪切试验的数据，如表 1
所列。图 4给出采用不同模型拟合尾粉砂强度包线的结果。由图可见，传统直线型 Mohr-Coulomb强度准
则不能很好地体现尾矿材料在高压力作用下强度的弱化特征。 

由表 2 中给出的回归参数值可见，两种 Mohr-Coulomb 强度准则得到的参数接近。由非线性模型计
算得到的 n值均约为 0.61，这与文献[8]给出的 0.64 大体吻合。即使采用同样的剪应力差值判据，非线性

模型得到的∑
=

n

i
i

1

2δ 明显小于 Mohr-Coulomb 强度准则的值，由此定量地判别了非线性模型对该种材料的适

用性。 
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τ=313.39+σtan(14.83)
τ=(Pa*1.39(σ/Pa+0)^0.61

Mohr-Coulomb given by Lisle and Strom 1982
Mohr-Coulomb given by Katale 1996
Power-law given by De Mello 1977
Power-law given by Anyaegbunam 2013
Power-law given by Baker 2004

 
图 4 尾粉砂强度包线的拟合 

Fig. 4 Fitting different models to peak strengths of the tailing silt 
4 讨论 

这里对三轴试验数据处理方法的讨论原则上适用于直剪试验，届时只须将直剪时考虑的正应力 iσ 和

剪应力 iτ 代入式（9）或（13）中即可。此外，对于直剪试验，也可以直接采用 R 中的库函数进行线性
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（lm 函数）和非线性（nls 函数）回归来拟合实测的应力对 ( )ii τσ , 。这与拟合桩基实测的加载-位移曲线
无异

[20]
。 
有些文献[18]，在基于最小二乘法的原理求解 Mohr-Coulomb 强度参数时，分别对 c∂∂ /τ 和 φτ ∂∂ / 求

偏导数并令其为零，进而构建二元方程组求解强度参数，这使得简单问题变得复杂。本文对残差平方和

的最小化求解处理，更为简便。 
对于同一个地质单元的强度参数确定，每组（多级应力加载）可以给定一个强度参数对。若试验条

件允许或技术规范要求，在同一层土中要取多组土样进而确定多个强度参数对的统计均值和标准差。这

些统计特性也是反映岩土材料的变异性以及后继土工可靠性计算的基本数据。笔者开发的一个 R 软件
包，GeoRiskR[13-15]

，可实现多种可靠性方法的分析。其中还收集整理了一些外文文献（以强度参数不确

定性为目的）中发布的岩土体抗剪强度参数的数据。值得指出，这里不推荐将该土层取得的全部土样

（多组）的剪切试验数据统一进行回归，进而得到回归参数的均值和标准差，文献[21]讨论了其弊端。 
5 结语 

在 R 中实现了莫尔圆绘制以及线性和非线性强度模型的参数确定，讨论了计算实施的函数与代码。
算例成果与已有文献发布的结果大致吻合，说明采用非线性规划方法求解强度模型参数的可行性。建议

的残差平方和可以定量地判别回归模型的优劣。这里的实施技术可提高试验数据处理的效率，减少模型

比选和参数确定时人为因素的影响。 
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